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Diseño y aplicación de una estrategia con elementos matemáticos para la 
enseñanza del concepto de límite usando el método exhaustivo en la cuadratura 
del círculo  
 
El siguiente trabajo surge a partir de la observación y la detección de las dificultades 
que presentan los estudiantes de los niveles de educación media para la asimilación y 
comprensión del concepto de Límite, puesto que, la forma tradicional de enseñanza es 
abstracta y para los educandos es complicado su comprensión. Por lo anterior, nace una 
necesidad de buscar algunos elementos matemáticos para la enseñanza del concepto de 
Límite de una función en un punto, que permita a los estudiantes una apropiación 
significativa de dicho concepto. Por ello, se diseña una estrategia mediada por el método 
exhaustivo aplicado en la cuadratura del círculo como herramienta geométrica que propicie 
un aprendizaje significativo, donde los estudiantes son partícipes de la construcción de los 
conocimientos implicados en ella. 
 
Este informe final responde al diseño, experimentación y evaluación de una estrategia 
que proporciona algunos elementos matemáticos que involucra el uso del método 
exhaustivo aplicado en la cuadratura del círculo en el grado décimo de educación media. 
La realización de este trabajo se enfoca en una perspectiva experimental basado en un 
diagnóstico, diseño, aplicación, observación y evaluación del aprendizaje a través del 
análisis de las pruebas a priori y a posteriori como instrumento para la determinación de 
la pertinencia de la estrategia para la enseñanza del concepto de Límite. 
 
Al finalizar la implementación de la estrategia, se puede evidenciar que el uso del 
método exhaustivo aplicado en la cuadratura del círculo como alternativa metodológica 
para la enseñanza del concepto de límite, logra favorecer el proceso de aprendizaje, 
puesto que, permite al estudiante visualizar por medio de la geometría conceptos teóricos 
abstractos como el de Límites. 
 
La investigación que corresponde a este informe es de tipo cualitativa, que concierne a 
la resolución de problemas mediante un proceso cíclico que va desde una fase 
preparatoria con etapa reflexiva y de diseño, pasando por un trabajo de campo, obtención 
y análisis de datos hasta la elaboración del presente informe.  
 
Este informe no pretende entrar en la discusión sobre las metodologías y formas de 
enseñanza de parte del docente, puesto que, se considera una posible herramienta de uso 
estratégico y metodológico en referencia a quien pretenda hacer parte de este. 
 
Palabras clave: límite de funciones, método exhaustivo, cuadratura del círculo, 













Design and application of a strategy with math elements for the teaching of limit 
concept using exhaustive method in the circuit of the circle  
 
The following work arises from the observation and detection of the difficulties presented 
by students of the secondary education levels for the assimilation and understanding of the 
concept of limit, since the traditional way of teaching is abstract and for learners, it is 
complicated to understand. Therefore, a need arises to search for some mathematical 
elements for teaching the concept of limit of a function at a point, which allows students a 
significant appropriation of said concept. For this reason, a strategy is designed using the 
exhaustive method applied to squaring the circle as a geometric tool that fosters meaningful 
learning, where students are participants in the construction of the knowledge involved in 
it. 
 
This final report responds to the design, experimentation, and evaluation of a strategy 
that provides some mathematical elements that involve the usage of the exhaustive method 
applied to squaring the circle in the tenth grade of secondary education. The realization of 
this work focuses on an experimental perspective based on a diagnosis, design, 
application, observation and evaluation of learning through the analysis of pre and 
posttests as an instrument for determining the relevance of the teaching strategy of the limit 
concept. 
 
At the end of the implementation of the strategy, it can be evidenced that the use of the 
exhaustive method applied in squaring the circle as a methodological alternative for 
teaching the concept of limit, manages to favor the learning process, since it allows the 
student to visualize through of geometry abstract theoretical concepts such as limits. 
 
The investigation that corresponds to this report is of a qualitative type, which 
corresponds to the resolution of problems through a cyclical process that goes from a 
preparatory phase with a reflective and design stage, through field work, data collection 
and analysis to the preparation of this report. 
This report does not intend to enter the discussion on teaching methodologies, since it 
is considered a possible tool for strategic and methodological use in reference to whoever 
intends to be part of it. 
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Como se ha planteado, la idea de límite de una función es fundamental para el 
entendimiento de las matemáticas modernas, esta idea es introducida en la escolaridad de 
los jóvenes en el grado 10° de bachillerato, sin embargo, aparece de una forma abstracta, 
quizá distante y difícil de entender. Por supuesto, es de esperarse ya que como hemos 
visto ha sido un concepto que tiene sus raíces en el razonamiento de Arquímedes, pasando 
por otros matemáticos célebres como Cauchy, Wallis y Wierstrass, quienes entre otros 
ayudaron a madurar y rigorizar este concepto. Por tanto, la intención de este trabajo es 
utilizar de forma didáctica y pedagógica el método exhaustivo que Arquímedes desarrolló 
para el problema de la cuadratura del círculo, utilizando la geometría como herramienta 
para acercar a los estudiantes al entendimiento de la definición anterior y a su vez ayudar 
en el entendimiento del posiblemente número irracional trascendente más famoso, el 
número \pi construyendo una aproximación para este y haciendo hincapié en la 
imposibilidad de tenerlo de forma acabada. 
 
La intención de este trabajo nace dentro del aula de clase, al detectar las dificultades 
que presentan los estudiantes de los grados de educación media cuando se enfrentan a 
estos conceptos abstractos, teniendo como referente a la corriente de aprendizaje 
cognoscitivista, que sitúa al docente como una conexión entre el estudiante y el saber, y 
al educando como sujeto activo y reflexivo en su proceso de aprendizaje; se propone 
diseñar una estrategia para facilitar el proceso de enseñanza y aprendizaje del concepto 
de Límite.  
 
El desarrollo de este informe reseña el diseño y aplicación de una estrategia didáctica 
para la enseñanza del concepto de límite en un punto, el primer capítulo data los 
antecedentes del problema, donde se registran rastreos históricos y epistemológicos 
alrededor del método exhaustivo en los tiempos de Arquímedes de Siracusa, así mismo, 
la determinación del concepto de área presente en los Elementos de Euclides, y la relación 
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entre lo analítico y geométrico en investigaciones doctorales de problemáticas similares en 
educación superior. 
 
En el segundo capítulo, se presenta la contextualización de la población en la cual se 
hizo la intervención didáctica, la problemática encontrada y la justificación del problema de 
investigación abordado. 
 
El tercer capítulo describe el marco teórico basado en el trabajo del profesor Luis 
Recalde (2018) para realizar el recorrido histórico para la construcción del concepto de 
límite, así mismo, se estudia a los matemáticos Euclides y Arquímedes alrededor de sus 
avances sobre el método exhaustivo y la cuadratura del círculo, además, se estudió la 
teoría del aprendizaje significativo propuesto por David Ausubel (1993) y los trabajos de 
Medina & Salvador (2009), Bolívar L. & Rojas V. (2014) alrededor de las teorías de 
enseñanza y aprendizaje en matemáticas. 
 
En el cuarto capítulo se presentan los objetivos propuestos para el trabajo realizado. En 
el capítulo cinco se establece la metodología de investigación para llevar a cabo el trabajo 
realizado, donde se establece una investigación cualitativa por la naturaleza del proyecto, 
los procesos metodológicos de la estrategia didáctica diseñada en cada una de sus fases 
y los parámetros tenidos en cuenta para su desarrollo. 
 
En el sexto capítulo se realiza el análisis de los resultados obtenidos en cada una de 
las fases de la estrategia diseñada, donde se determina el impacto generado por el diseño 
y finalmente se dan las conclusiones resultantes del presente informe.términos de otras 







Históricamente el aprendizaje de los objetos matemáticos ha representado una 
dificultad para la comprensión en los estudiantes, para quienes posteriormente tiende a 
ser el área con mayor dificultad en los grados superiores.  
 
Asimismo, actualmente son las clases magistrales convencionales las que predominan 
para la enseñanza de los objetos matemáticos, donde el educando asume un rol de 
pasividad frente al docente quien es el que transmite el conocimiento. Debido a esto, una 
interrogante que se plantea entre los docentes de matemáticas es el porqué de la falta de 
interés de los estudiantes en adquirir de forma significativa los conocimientos de 
matemáticas. Por ello se hace necesario implementar estrategias innovadoras que 
permitan un aprendizaje de los conceptos del área de matemáticas. 
 
Duque & Maca (2011) realizan un estudio histórico – epistemológico del concepto de 
área presente en los Elementos de Euclides, con fines de identificar algunos 
inconvenientes en el contexto escolar respecto al procedimiento didáctico de la medida de 
superficies de figuras rectilíneas, de manera que identifican que estos cálculos en la 
escuela se limita  únicamente a la aplicación de fórmulas y a la sustitución de valores 
numéricos, minimizando el manejo de la medida a la aritmética de patrones de medida, 
dejando de lado aquellas figuras no rectilíneas  
donde no es posible determinar su área por medio de una fórmula. 
 
Por tal motivo, los autores proponen realizar un estudio histórico – epistemológico sobre 
la concepción de cuadratura de polígonos que dé razón de los progresos que ha permitido 
a través del tiempo en términos de técnicas e instrumentos que se han especializado para 
realizar mediciones cada vez más aproximadas, como el caso de las técnicas 
desarrolladas para la cuadratura de algunas figuras no rectilíneas (el empleo del método 
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exhaustivo para la cuadratura del círculo) con la intención de rescatar el origen y el 
afianzamiento de cuadratura, puesto que, permite dar cuenta de la complejidad, los 
múltiples factores que incidieron en su construcción histórica. 
 
Los autores concluyen y hacen reflexión en su trabajo sobre la importancia de abordar 
los conceptos matemáticos desde su génesis, de esta manera se presentan situaciones 
de problemas en el aula (Morales, 1998), permitiendo una comprensión y una adquisición 
del objeto matemático significativamente.   
 
Por otro lado, Bobadilla (2012) plantea la estrecha relación entre lo geométrico y lo 
analítico para la comprensión de un concepto matemático, desde el análisis de la tesis 
doctoral “Intégrale, longueur, aire”, del matemático francés Henri Lebesgue. La autora 
argumenta que para la construcción de una teoría es necesario determinar las partes que 
la constituyen y la manera cómo se articulan, por tal motivo, el estudio de una teoría 
matemática requiere de un proceso histórico propio en donde se combinan múltiples 
aspectos. 
 
Para este trabajo, se toma en consideración la relación histórica – epistemológica 
necesaria para la construcción de conceptos matemáticos, puesto que “el hecho histórico 
de carácter científico es una idea que se asume como tal, pero requiere de una explicación 
epistemológica que permita ubicarlo en un sistema de pensamiento”. (Bobadilla, 2012, 
p.7).  
 
El texto de Lebesgue argumenta que el núcleo de un proceso analítico está en la parte 
geométrica, donde explica la relación de la medida y la integración (relación que para este 
trabajo es desde la medida y el límite), justificando que el problema de la integración no se 
puede abordar únicamente desde la parte analítica, sino que se debe abordar métodos 
geométricos para lograr una acertada construcción del concepto de integral. (Bobadilla, 
2012, p.7). El matemático francés le da un papel de suma importancia a la geometría para 
el proceso de desarrollo de las matemáticas y para la enseñanza de la misma. 
 
Para Lebesgue el punto de partida de las matemáticas corresponde al 
mundo fenomenológico, al cual se refiere como lo concreto. Las teorías 
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matemáticas se construyen mediante la interacción de las observaciones 
que parten de la realidad física y los procesos lógicos. Para estudiar la 
realidad se requiere de múltiples observaciones, que inicialmente son 
esquematizados geométricamente. (Bobadilla, 2012, p.200) 
 
Adicionalmente, teniendo como referencia al experimento de enseñanza de Aranda y 
Callejo (2011) para la construcción del concepto de integral definida en donde plantean 
una secuencia siguiendo el proceso histórico, iniciando con el uso del método exhaustivo 
para la determinación del área de un círculo con polígonos inscritos y circunscritos, 
introduciendo así la idea de límite gráficamente desde la geometría; después de establecer 
una formula general para el área de estos polígonos, se calcula el límite de forma analítica; 
continuamente, trabajan el cálculo del área bajo una gráfica en funciones lineales o 
cuadráticas. Finalmente, plantean un método general para determinar áreas de funciones 
cualesquiera, definen la integral como un límite; posteriormente, estudian las propiedades 
y abordan el teorema fundamental del cálculo para concluir con la regla de Barrow. 
 
Teniendo como antecedentes para este informe final, los trabajo arriba mencionados, 
reflejan un gran aporte en los procesos de enseñanza del concepto de límites desde una 
metodología innovadora aplicando la geometría como herramienta pedagógica, problema 






2. Presentación del problema  
2.1 Planteamiento del problema 
Al pertenecer a una sociedad rodeada de muchos factores distractores de aprendizaje, 
es necesario que en el ámbito escolar se evidencie el uso de recursos didácticos para 
motivar e interesar al estudiante por adquirir nuevos saberes, por consiguiente, es de 
mucha importancia presentar estrategias para la clase que fortalezcan y desarrollen la 
mayor cantidad de habilidades que ayuden al desarrollo cognitivo y personal del sujeto. El 
docente cuenta con el deber de utilizar y apropiarse de diversas herramientas didácticas 
que permitan conseguir un aprendizaje significativo1; aún más en el área de geometría, 
que ha sido olvidada por los currículos en las instituciones en cuanto a su intensidad 
horaria. Precisamente en el estudio del círculo, como objeto matemático que se enseña 
desde la básica primaria, este informe intenta mostrar que el uso de estrategias como 
recurso de aprendizaje se haga posible la construcción adecuada del concepto del límite 
mediado por el método exhaustivo aplicado en la cuadratura del círculo, la connotación 
histórica, la representación y la aplicación que esto tienen en el contexto. Basado en los 
planteamientos de los lineamientos curriculares (1998) y los estándares básicos de 
competencia (2006) del Ministerio de Educación Nacional (MEN), que propone para el 
grado 10° los siguientes indicadores de competencias: 
 
• Reconozco la densidad e incompletitud de los números racionales a través de 
métodos numéricos, geométricos y algebraicos. 
• Uso argumentos geométricos para resolver y formular problemas en contextos 
matemáticos y otras ciencias. 
• Reconozco y describo curvas y/o lugares geométricos. 
 
 
1 Ausubel, D (1993). Teoría del aprendizaje significativo. 
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• Justifico resultados obtenidos mediante procesos de aproximación sucesiva, 
rangos de variación y límites en situaciones de medición. 
 
2.1.1 Problema de investigación 
Desde la experiencia en el aula del docente investigador, se evidencia que la 
introducción a los estudios del cálculo se torna un poco frustrante para los estudiantes de 
educación media, debido a que, se presentan conceptos nuevos de forma abstracta que 
dificulta su entendimiento, por tal motivo, es importante crear estrategias metodológicas 
que faciliten a los estudiantes la comprensión de dichos conceptos. Este trabajo intenta 
contrastar los resultados del diseño y aplicación de una estrategia didáctica empleando 
una metodología diferente, por ello,  pretende responder el siguiente interrogante:  
 
¿De qué manera se puede identificar los conocimientos previos y a partir de ellos 
introducir el concepto de límite mediado por el método exhaustivo aplicado a la cuadratura 
del círculo, en los estudiantes de grado décimo? 
2.1.2 Población a quien va dirigida  
El colegio donde se aplica la estrategia es una institución educativa del sector privado 
que ofrece educación mixta en los niveles de preescolar, educación básica y media 
vocacional, el centro educativo se encuentra ubicado en el sur de la ciudad de Santiago 
de Cali. La institución pretende fortalecer la estructura académica con base en un currículo 
sólido e innovador que permita ofrecer calidad en los procesos de enseñanza teniendo en 
cuenta el desarrollo espiritual, experiencias significativas y el desarrollo académico con 
dominio de dos lenguas.  
 
El proyecto se aplicará en los estudiantes de grado décimo, grupo conformado por 30 
estudiantes, entre 16 y 18 años de edad. El grupo está conformado en un aproximado de 
60% mujeres y el 40% hombres. 
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2.2 Justificación  
Este trabajo es producto de la experiencia docente, donde diariamente se viven 
desafíos en el interior y exterior de las aulas, por ello, muchos de los conflictos que se 
muestran en el proceso de enseñanza relacionados con las matemáticas surjan de un 
conjunto de situaciones anteriores, donde se hace difícil, modificar los paradigmas que los 
estudiantes tienen desde sus primeros años en la etapa escolar. 
 
En la institución, se ha percibido algunas dificultades en la interpretación de conceptos 
previos al límites de funciones y la resolución de situaciones que las involucren, tales como, 
operaciones entre conjuntos de números reales, el concepto de función y sus propiedades 
en diferentes representaciones, por tal motivo, se da la necesidad de estudiar acerca de 
los inconvenientes que surgen en el proceso de enseñanza y aprendizaje en matemáticas, 
y dependiendo de los descubrimientos, ofrecer argumentos sólidos, que argumente el 
porqué, al momento de retomar los conceptos  y procedimientos no se encuentra buena 
contribución ni retroalimentación con respecto a los presaberes y el desarrollo de 
situaciones problemas, creando dificultades en los educandos como lo indica el 
desempeño académico en el área de matemáticas. Estudios como el de (Medina A. 2001) 
y (Barrantes & Blanco 2004) evidencian la complejidad para resolver situaciones 
problemas que involucran la geometría, en especial cuando se proponen en diversos 
contextos y estos estudios señalan que la apropiación de los fundamentos conceptuales 
en los estudiantes es insuficiente para lograr alcanzar los objetivos propuestos.  
 
El proceso de enseñanza y aprendizaje de la geometría presenta algunas dificultades 
particulares en su desarrollo formal, estas provienen a partir de las concepciones del 
docente y el estudiante en el salón de clases, de acuerdo con Barrantes y Blanco (2004) 
los docentes, debido a sus experiencias de formación, planifica los encuentros académicos 
y hace uso de los mismos recursos que experimentó en su momento como estudiante, en 
muchas ocasiones, sus experiencias personales no le permiten llevar a cabalidad una 
experiencia de aprendizaje que guíe al estudiante al descubrimiento de la geometría como 
generadora de conocimiento. 
Por otro lado, el concepto de límite es considerado entre las nociones de mayor 
dificultad para la comprensión de los estudiantes, (Medina A. 2001), de manera que es 
trascendental en los estudios del cálculo, puesto que es un concepto requisito para abordar 
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otros temas avanzados como la continuidad, derivadas, integrales, entre otros. Por ello, es 
necesario innovar en los modos de enseñanza de tal forma que logre un aprendizaje 
significativo en los educandos. 
 
Diversas investigaciones y estudios (Medina A. 2001) y (Barrantes & Blanco 2004) 
exponen las dificultades del aprendizaje en los estudiantes de la teoría de límites 
originadas en los procesos de abstracción, análisis y demostraciones, por tal motivo, es 
pertinente acudir a diferentes estrategias metodológicas para representar y abordar 
efectivamente las situaciones que involucren la resolución de límites de funciones.  
 
Es necesario tener presente, que el círculo y la circunferencia se abordan desde los 
grados inferiores y posteriormente se profundizan según el nivel escolar en que se avanza. 
Como respuesta a lo expuesto, se pretende estructurar y diseñar una estrategia que 
proporciona algunos elementos matemáticos que permita una asimilación del concepto de 
límite mediante la relación del círculo y el método exhaustivo; de manera que se 
enriquezcan constantemente los procesos donde se aborden el circulo y la teoría del límite, 
todo ello con el fin de ayudar a fortalecer y mejorar el desempeño de los estudiantes en el 
área de matemáticas. Así mismo, suministrar al educando una guía que le de autonomía 






3. Marco Teórico 
Para lograr el desarrollo del diseño de la estrategia sobre la enseñanza del concepto de 
límite mediado por el método exhaustivo aplicado en la cuadratura del círculo se ha tenido 
en cuenta principalmente en la aproximación teórica con algunos referentes de la 
educación matemática que contribuyen elementos pedagógicos y disciplinares que dan 
aportes teóricos al informe final. 
 
Dado a que este trabajo se constituye en una propuesta que busca crear una estrategia 
metodológica para la enseñanza del concepto de límite mediado por el método exhaustivo 
aplicado a la cuadratura del círculo, es pertinente hacer un barrido histórico alrededor de 
la construcción de este concepto. Para ello haremos una revisión bibliográfica, basada 
principalmente en (Recalde C, 2018). 
 
El problema de la cuadratura del círculo data del período Helénico de la matemática 
Griega, esto es alrededor de 500 a. C – 30 a. C. El problema de la cuadratura del círculo 
consiste en dado un círculo, encontrar un cuadrado de área equivalente, puntualmente el 
problema que intentaban resolver los Matemáticos griegos es el siguiente:  
 
“Utilizando solamente la regla y el compás, determinar el lado de un cuadrado de área 
equivalente al área de un círculo de radio dado”. 
 
Según registros históricos y bibliográficos antiguos, el primer matemático que intentó 
resolver este problema fue Anaxágoras de Clezomone (499 – 428 a. C.), también 
Hipócrates de Quíos (470 – 410 a. C) dedicó grandes esfuerzos sin lograr alcanzar el éxito. 
Posiblemente es Hipócrates quien con la cuadratura de curvas no rectilíneas como las 
Lúnulas motiva a resolver el problema, pues Hipócrates demostró que estas figuras 
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curvilíneas podían cuadrarse, lo cual posiblemente creó una falsa expectativa entre los 
matemáticos de la antigüedad, llevándolos a pensar que podría cuadrarse el círculo. 
 
Otros matemáticos griegos no pertenecientes a la Escuela de Platón intentaron resolver 
el problema ignorando la restricción del uso exclusivo de la regla y el compás, tal es el 
caso de Dinóstrato (siglo IV a.C). Dinóstrato utilizando la Cuadratriz de Hipias demuestra 
que la circunferencia se puede rectificar y por consiguiente es posible resolver la 
cuadratura del círculo, aunque sin la restricción de la regla y el compás. Pese a no 
conseguir el éxito, la constancia y determinación de estos matemáticos antiguos en 
abordar el problema tuvo como resultado una revolución del pensamiento matemático, 
logrando de esta forma importantes avances en la matemática Griega y sembrando 
semillas para la matemática moderna.  
 
A la solución del problema de la cuadratura del círculo también se sumaron las 
contribuciones de Antifón (siglo V a.C) y Brisón (siglo IV a.C), la solución aproximada de 
Antifón sugirió a Arquímedes de Siracusa (187–212 a.C) su significativo descubrimiento, 
la determinación de la medida de la circunferencia y del área del círculo a partir de 𝜋. 
 
Arquímedes, con su evidente iluminación descarta la posibilidad de construir la solución 
con regla y compás, y se fundamenta en que la longitud de la circunferencia está acotada 
entre las longitudes de los polígonos regulares inscritos y circunscritos, pensando en que 
las longitudes de estos polígonos son cotas inferior y superior respectivamente. En este 
procedimiento marca el inicio del método que hoy se llama paso al límite. En consecuencia, 
podemos afirmar que Arquímedes es uno de los principales matemáticos de la era, puesto 
que en la actualidad la mayoría de los conceptos de la rama conocida como Análisis 
Matemático se encuentra soportada en el concepto de límite, conceptos como derivadas, 
integrales, ecuaciones diferenciales, series, sucesiones entre otros. Sin embargo, tuvieron 
que pasar casi 19 siglos para demostrarse que en efecto el problema es irresoluble 
utilizando únicamente regla y compás, pues en 1882 el matemático alemán Ferdinand 
Lindemann probó que 𝜋 es un número trascendente, es decir el número 𝜋 no es solución 
de ninguna ecuación algebraica con coeficientes racionales, demostrando a su vez que es 
imposible cuadrar el círculo usando regla y compás.  
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De regreso al importante concepto de límite, el matemático inglés John Wallis (1616-
1703) es a quien los registros históricos atribuyen su primera definición, más adelante fue 
el matemático francés Louis Cauchy (1789-1857) quien en su texto Cours d’analyse 
algébrique da una definición mejorada a la dada por Wallis y dejando así los cimientos 
necesarios para que el matemático alemán Karl Wierstrass (1815- 1897) escriba la hoy 
conocida definición épsilon-delta 𝜖𝛿.  
 
Definición:  Sea 𝑓 una función real. La notación lim
𝑥→𝑎
𝑓(𝑥) = 𝐿 significa que para cada 
𝜖 > 𝑜 existe 𝛿 > 0 tal que |𝑓(𝑥) − 𝐿| < 𝜖 siempre que 0 <  |𝑥 −  𝑐|  <  𝛿 𝑦 𝑥 ∈  𝐷𝑜𝑚(𝑓).  
 
En esta definición Wierstrass logra escribir de forma rigurosa el concepto intuitivo de 
“estar tan cerca como se desee”, pues afirma que, en caso de existir el límite de la función, 
los valores que esta alcanza estarán tan cerca como se deseen al valor del límite, siempre 
que los valores en el dominio estén suficientemente próximos al punto en cuestión.  
3.1 Sobre Euclides y Arquímedes de Siracusa  
La “antigüedad griega” es un periodo de más de cinco siglos que se caracteriza por los 
grandes aportes de muchos pensadores. En este espacio temporal se reconocen tres 
periodos principales: 
 
1. Los presocráticos. Personajes destacados: Tales de Mileto (640 – 550 a. C.), 
Pitágoras de Samos (569 – 500 a. C.), Anaxágoras de Clazomene (500 – 428 a. C.), 
Zenón de Elea (495 – 435 a. C.), Demócrito de Abdera (460 – 370 a. C.). 
2. La escuela de Atenas. Comprende la época de Platón (429 – 348 a. C.), Eudoxo 
(408 – 355 a. C.), Aristóteles (384 – 322 a. C.). 
3. La escuela de Alejandría. Época de mayor desarrollo matemático. Se destacan: 
Euclides (330 – 275 a. C.), Arquímedes de Siracusa (287 – 212 a. C), Apolonio (262 
– 190 a. C.), Diofanto (236 – 152 a. C.) 
 
El grupo de pensadores griegos más antiguos lo conforman los presocráticos, en la 
parte continental de la Grecia antigua se desarrolló la escuela de Atenas y la escuela de 
Alejandría ocupó parte del continente africano, principalmente la ciudad fundada por 
Alejandro Magno, y algunas islas del mediterráneo. 
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Cada uno de estos pensadores aportó en la construcción de lo que denominamos la 
matemática griega antigua, sin embargo, este trabajo se centrará en Euclides y 
Arquímedes. 
 
El principal aporte de Euclides reside en su labor de sistematización de todo el 
desarrollo matemático de la época en su libro Los Elementos, estableciendo una serie de 
definiciones, axiomas y postulados. Arquímedes de Siracusa es considerado por la 
mayoría de los historiadores de las matemáticas como uno de los más grandes 
matemáticos de todos los tiempos. Arquímedes pudo aplicar el método exhaustivo, dio una 
aproximación muy precisa para 𝜋 y demostró que podía aproximar raíces cuadradas con 
gran precisión, entre otras cosas. 
3.2 Sobre el método exhaustivo y la cuadratura del 
círculo.  
En el siglo III a. C, Euclides en su Libro XI desarrolla algunos aspectos relativos a la 
cuadratura del círculo a través del llamado método exhaustivo. Arquímedes visualizó en el 
método exhaustivo la herramienta teórica para establecer la cuadratura de varias figuras 
planas no rectilíneas. Con este fin, desarrolló algunas técnicas por medio de las cuales 
pudo obtener unos límites particulares. 
 
Puede decirse que, con Arquímedes, la ciencia griega alcanzó su máximo desarrollo. 
De manera que con Euclides la matemática antigua consiguió encontrar la forma de 
aceptar los enunciados a partir de una axiomática, fue Arquímedes quien, además de 
complementarla y perfeccionarla, consiguió una mayor flexibilidad al incorporar procesos 
heurísticos. 
En palabras de Recalde (2008) 
 
Se puede decir que con Arquímedes se da un punto de partida en el 
desarrollo del cálculo moderno en el sentido de que en ellos se puede 
visualizar una primera respuesta general a problemas relacionados con el 
computo de la medida de magnitudes. Al respecto encontramos una enorme 
diferencia con Euclides y la tradición griega clásica de la escuela ateniense, 
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los cuales reivindicaban el cultivo de unas matemáticas puras, desdeñando 
los cálculos y aproximaciones. El caso de la cuadratura del círculo, lugar 
común de los dos matemáticos, es un ejemplo esclarecedor. Ambos 
abordan el problema de la relación entre el área de los círculos y los 




Proposición XII.2 (Elementos). Los círculos son entre sí como los cuadrados de 
sus diámetros. 
 
Arquímedes enuncia la relación de la siguiente manera: 
 
Proposición 2 (Medida del círculo). La razón de un círculo al cuadrado de su 
diámetro es aproximadamente la de 11 a 14. 
 
El enunciado de Euclides no hace alusión ni al valor ni a la naturaleza de la relación. El 
interés de Arquímedes, en cambio, recae en el cálculo de la constante de proporcionalidad, 
constante que en nuestros días conocemos como el número irracional 𝜋.  
 
Los siguientes principios son de consideración para este trabajo.  
 
Proposición X.1 (Elementos de Euclides). “Dadas dos magnitudes desiguales, si 
dé la mayor se resta una magnitud mayor que su mitad y de lo que queda, otra 
magnitud mayor que su mitad, y se repite continuamente este proceso, quedará una 
magnitud menor que la menor de las magnitudes dadas”. 
 
Principio de Eudoxo. “Dadas dos líneas, dos superficies o dos sólidos 
desiguales, si el exceso de una de estas figuras sobre la otra se añade a sí mismo 
un cierto número de veces, se puede superar una u otra de las figuras que se 
comparan entre sí”. 
 
El método exhaustivo 
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En este apartado usaremos la línea argumentativa que el autor Recalde desarrolla en 
Lecturas de historias de las matemáticas. La esencia matemática de este método consiste 
en la sucesión de las siguientes operaciones, las cuales se matizan con la siguiente figura 
no rectilínea suponiendo que se va a “cuadrar”.  
 
Se entiende cuadrar como la determinación de un área de una figura rectilínea 
congruente al área de una figura no rectilínea. 
 
Por Recalde, 2018, “Lecturas de historias de las matemáticas”, p.101. 
 












Por Recalde, 2018, “Lecturas de historias de las matemáticas”, p.101. 
 
Figura 1. Figura no rectilínea R 
Figura 2. Método exhaustivo 
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1. Se inscribe (circunscribe) una sucesión de figuras rectilíneas A0, A1, ..., An, … que 
crecen monótonamente. En este caso: A1 = ABC, A2 = ADBECF,…, etc. 
2. Las figuras se escogen de tal suerte que la sucesión 
              R – A1, R – A2, …, R – An, … 
 
Cumpla con las hipótesis de la Proposición X.1 de Los Elementos.  
 
3. Con ayuda de consideraciones teóricas, se presume el “limite” en la sucesión de las 
figuras inscritas, el cual se designa por A. 
 
Se demuestra por contradicción que el “limite A”, es igual a la región R: 
 
1. Se supone R > A, de lo cual R – A > 0, y, por lo tanto, por el principio de Eudoxo, 
existe n tal que R – An < R – A; esto significa que An > A, lo cual es imposible. 
2. Se supone R < A, de lo cual A – R > 0, y, por lo tanto, dado que la sucesión An, tiene 
por limite A, se tiene que existe n tal que A – An < A – R, y de aquí se deduce que An > R, 
lo cual es imposible.  
 
Demostración tomada de (Recalde C, 2018). 
 
Cuadratura del círculo  
Arquímedes en su texto Medida del círculo presenta tres proposiciones donde da a 
conocer sus avances en la resolución del problema de la cuadratura del círculo. En la 
primera de ellas demuestra que todo círculo es equivalente a un triángulo rectángulo cuyos 
catetos corresponden al radio y a la longitud de la circunferencia, es decir, que la 
cuadratura del círculo es posible siempre y cuando se pueda determinar su diámetro y su 
radio. De esta proposición se deduce de forma directa la fórmula para el área del triángulo 
1
2
𝑙𝑟 y la fórmula del área del círculo 𝜋𝑟2  
 
Para llegar a esta demostración, Arquímedes se apoya en la proposición XII.2 de los 
Elementos, Euclides demuestra que un círculo se puede agotar por medio de polígonos 
18 Diseño y aplicación de una estrategia con elementos matemáticos para la enseñanza del 
concepto de límite usando el método exhaustivo en la cuadratura del círculo 
 
inscritos; esto es, dado un círculo 𝐶 y una magnitud superficial 𝜖, existe una sucesión de 





Por Recalde, 2018, “Lecturas de historias de las matemáticas”, p.103. 
 
Demostración. Se toma una sucesión de polígonos inscritos en la circunferencia C.  
P0 = Cuadrado AEFH   
P1 = Octágono ABEKFGHI 
…    
Pn = polígono regular 2n+2 lados inscritos en C   
…  
De manera que 𝑀0 =  𝐶 –  𝑃0, 𝑀1 =  𝐶 –  𝑃1;  𝑀2 =  𝐶 –  𝑃2, … , 𝑀𝑛 =  𝐶 –  𝑃𝑛. 
Como    
M0 – M1 = C – P0 – (C – P1)    
             = P1 – P0   
      = 4(triángulos EKF)   
     = 2(rectángulos ECDF)   
     > 2(sector EKF)   
     = ½ (C – P0)   
Figura 3. Método exhaustivo aplicado al círculo 
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     = ½ M0 
 
Se puede afirmar que M1 < ½ M0, demostrando que el círculo se puede agotar por 
polígonos inscritos.  
Demostración tomada de (Recalde C, 2018) 
 
Medida del círculo. Proposición 1: Un círculo es equivalente a un triángulo rectángulo 
cuyos catetos son iguales al radio y a la circunferencia del círculo. 
En la demostración, Arquímedes emplea la reducción al absurdo, utilizando polígonos 
inscritos y circunscritos. (Figura 4) 
 
Por Recalde, 2018, “Lecturas de historias de las matemáticas”, p.104. 
 
Demostración. Esta demostración se hace por contradicción. 
 
Arquímedes supone que 𝐶 >  𝑇, es decir, 𝐶 –  𝑇 >  0, donde 𝑇 es el triángulo 𝐴𝐵𝐷. Por 
la proposición XII.2 de los Elementos, existe 𝑃𝑛, un polígono inscrito en la circunferencia, 
tal que: 
 
  𝐶 –  𝑃𝑛 <  𝐶 –  𝑇, por lo tanto, 𝑃𝑛 >  𝑇 
 
Si se considera 𝑙 como la longitud de la circunferencia, se tiene que: 
 
Figura 4. Cuadratura del círculo 
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         𝑃𝑛 =  𝑛 (𝑡𝑟𝑖á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑞𝑢𝑒 𝑡𝑖𝑒𝑛𝑒 𝑑𝑒 𝑏𝑎𝑠𝑒 𝑆𝑛 𝑦 𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎 ℎ) 
=  𝑡𝑟𝑖á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑞𝑢𝑒 𝑡𝑖𝑒𝑛𝑒 𝑑𝑒 𝑏𝑎𝑠𝑒 𝑛𝑆𝑛 𝑦 𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎 ℎ 
                                           =  𝑡𝑟𝑖á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑑𝑒 𝑙𝑎𝑑𝑜 𝑙 𝑦 𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎 𝑅𝑛, 
Puesto que 𝑛𝑆𝑛 <  𝑙 y ℎ <  𝑅𝑛. Por lo tanto, 𝑃𝑛 <  𝑇, lo que contradice el resultado 
anterior. 
 
En segunda instancia, Arquímedes supone que 𝐶 <  𝑇, de lo cual, 𝑇 –  𝐶 >  0. Usando 
XII.2 de los Elementos, para el caso del polígono circunscrito, existe un 𝑄𝑛, polígono 
circunscrito, tal que, 
 
  𝑄𝑛 –  𝐶 <  𝑇 –  𝐶, de lo cual 𝑄𝑛 <  𝑇. 
 
Por consiguiente, 
 𝑄𝑛 =  𝑛 (𝑡𝑟𝑖á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑑𝑒 𝑏𝑎𝑠𝑒 𝐿𝑛 𝑦 𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎 𝑅𝑛) 
     =  𝑡𝑟𝑖á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑑𝑒 𝑏𝑎𝑠𝑒 𝑛𝐿𝑛 𝑦 𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎 𝑅𝑛 
                       > 𝑇𝑟𝑖á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑑𝑒 𝑙𝑎𝑑𝑜 𝑙 𝑦 𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎 𝑅𝑛, 
 
Puesto que 𝑛𝐿𝑛 >  𝑙, significa que 𝑄𝑛 >  𝑇, lo cual contradice el resultado anterior. 
 
Por lo tanto, se demuestra que la circunferencia C tiene la misma área que el triángulo 
𝑇. (𝐶 =  𝑇).  
Demostración tomada de (Recalde C, 2018) 
 
 
3.3 Sobre la enseñanza y el aprendizaje de matemáticas 
La corriente de aprendizaje cognitivista propone al docente como la conexión entre el 
estudiante y el saber, donde el educando adquiere un compromiso consigo mismo para la 
creación de su aprendizaje y busca estrategias para lograr los conocimientos, sin embargo, 
el docente cumple con un rol muy importante en el proceso de enseñanza, pues es el 
encargado de generar un interés en los educandos de alcanzar aquellos conocimientos, 
como lo mencionan Medina & Salvador (2009), “no tiene mayor impacto los estímulos 
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externos a la enseñanza, si no es influyente la personalidad del docente como protagonista 
de la acción de enseñar”. (p.325).  
 
Por otra parte, el aprendizaje se considera como el proceso donde el estudiante 
consigue, modifica o complementa nociones, habilidades, conceptos o comportamientos 
debido a una réplica de la experiencia vivida en los diferentes entornos, a las instrucciones 
recibidas, a la observación o interacción con el medio ambiente. Esto es el resultado de 
una persona que responde de forma asertiva y coherente a la exigencia expresada según 
la necesidad presentada. Bolívar L. & Rojas V. (2014) afirman que: “El aprendizaje humano 
es un fenómeno complejo. En cada persona se llevan a cabo múltiples procesos 
cognoscitivos al momento de aprehender un nuevo conocimiento. Se trata de técnicas, 
inventivas, iniciativas intelectuales que enriquecen los esquemas mentales” (p. 2).  
 
Entonces, es conveniente inferir que el proceso de aprendizaje es el cambio de 
conducta que puede suceder a nivel psicomotor o intelectual, que colaboran al desarrollo 
de las destrezas y habilidades y producen un crecimiento a través de las experiencias, sin 
pasar por alto que “cada persona aprende con su propio estilo, utilizan distintas estrategias, 
aprende a diferentes velocidades e incluso con mayor o menor eficacia. Aunque tengan 
las mismas motivaciones, el mismo nivel de instrucción, la misma edad o estén estudiando 
el mismo tema” (Cazau, 2004, p.1).  
 
La enseñanza y el aprendizaje en matemáticas es un proceso que relaciona tres 
elementos como lo propone la teoría de las situaciones didácticas de Guy Brousseau: el 
estudiante, el profesor y un medio didáctico; de tal manera, el medido didáctico establece 
el espacio donde actúan los estudiantes y docentes; y el profesor es el encargado de 
facilitar el medio en donde el estudiante construye su conocimiento. (Chavarría, 2006, p.2).  
 
También, es de importancia la planeación de situaciones de contexto que posibilite al 
educando mediante diferentes recursos didácticos que obtenga los saberes. Brousseau, 
en 1982 lo define como una situación didáctica (citado por Chavarría, 2006) 
 
Un conjunto de relaciones establecidas explícita y/o explícitamente entre un 
alumno o un grupo de alumnos, un cierto medio (que comprende 
eventualmente instrumentos u objetos) y un sistema educativo 
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(representado por el profesor) con la finalidad de lograr que estos alumnos 
se apropien de un saber constituido o en vías de constitución. 
 
Los estudiantes construyen sus saberes dependiendo de sus habilidades, capacidades 
y ritmos de aprendizaje, mientras que el docente cumpliendo un rol de facilitador en el 
proceso de enseñanza y aprendizaje debe fijarse como propósito invariable que el 
estudiante logre un aprendizaje significativo, por ende, los encuentros académicos 
preparados por el educador debe tener en cuenta la heterogeneidad del aula, es decir, los 
diferentes estilos de aprendizaje de cada estudiante, la pertinencia de las actividades para 
que los conocimientos lleguen a cada uno de ellos, como lo dice Bolívar L. y Rojas V. 
(2005), en una situación interactúan factores interiores y exteriores que influyen en el 
proceso de aprendizaje de estudiante tales como el ambiente inmediato, el estímulo 
emocional, las necesidades sociológicas, físicas y sicológicas que estimulan la forma de 
aprender de la persona. (p.3) 
 
 




4. Objetivos  
4.1 General  
Diseñar, implementar y evaluar una estrategia para la enseñanza del concepto de límite 
usando el método exhaustivo aplicado en la cuadratura del círculo para los estudiantes de 
grado décimo. 
4.2 Específicos  
Identificar los preconceptos de los estudiantes de grado décimo, a partir de una prueba 
diagnóstica basada en las competencias del MEN. 
Introducir el concepto de límite de una función en un punto usando el método exhaustivo 
como herramienta geométrica. 
Analizar los resultados obtenidos en la prueba final al implementar la estrategia para la 
















Debido a que es el docente el principal indagador en el aula de clase, se hace necesario 
su participación dentro del proceso de investigación sobre las situaciones problemáticas 
que se presentan diariamente, por este motivo, este trabajo adopta un tipo de investigación 
cualitativa, que corresponde a la resolución de problemas mediante un proceso cíclico que 
va desde una fase preparatoria con etapa reflexiva y de diseño, pasando por un trabajo de 
campo, obtención y análisis de datos hasta la elaboración del presente informe. Rodríguez, 
Gil & García (1999). 
 
El proyecto se aplicó en los estudiantes de grado décimo, grupo conformado por 30 
estudiantes, entre 16 y 18 años de edad. El grupo está conformado en un aproximado de 
60% mujeres y el 40% hombres. Los estudiantes objeto de este proyecto forman parte de 
un sector socio – cultural medio y medio – alto en la ciudad de Santiago de Cali. Son 
estudiantes, en la mayoría, pertenecientes a familias de empresas medianas ubicadas en 
el sur de la ciudad, sin embargo, también tiene estudiantes del centro, oeste y norte. 
 
Se realizó el diseño y la aplicación de una prueba diagnóstica a los estudiantes, con el 
propósito de obtener información sobre las nociones básicas con que cuentan acerca de 
área de polígonos y el concepto de función. El diseño de la prueba diagnóstica se realizó 
teniendo en cuenta los estándares básicos de competencias. (Anexo A) 
 
Las actividades propuestas en el diagnóstico obedecen a las competencias estipuladas 
en los estándares básicos propuestos por el MEN (2006). Así: 
1. Generalizo procedimientos de cálculo válidos para encontrar el área de regiones 
planas y el volumen de sólidos. (Pensamiento métrico y sistema de medidas – 8° y 
9°). 
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2. Uso argumentos geométricos para resolver y formular problemas en contextos 
matemáticos y en otras ciencias. (Pensamiento espacial y sistemas geométricos – 
10° y 11°). 
3. Analizo las relaciones y propiedades entre las expresiones algebraicas y las 
gráficas de funciones polinómicas y racionales y de sus derivadas. (Pensamiento 
variacional y sistemas algebraicos y analíticos – 10° y 11°). 
4. Analizo en representaciones gráficas cartesianas los comportamientos de cambio 
de funciones específicas pertenecientes a familias de funciones polinómicas, 
racionales, exponenciales y logarítmicas. (Pensamiento variacional y sistemas 
algebraicos y analíticos – 8° y 9°). 
5. Analizo las relaciones y propiedades entre las expresiones algebraicas y las 
gráficas de funciones polinómicas y racionales y de sus derivadas. (Pensamiento 
variacional y sistemas algebraicos y analíticos – 10° y 11°). 
6. Identifico la relación entre los cambios en los parámetros de la representación 
algebraica de una familia de funciones y los cambios en las gráficas que las 
representan. (Pensamiento variacional y sistemas algebraicos y analíticos – 8° y 
9°). 
 
A partir de ello, se diseñó y aplicó una estrategia con el objetivo que los estudiantes 
construyan significativamente el concepto de límite de una función por medio del método 
exhaustivo aplicado en la cuadratura del círculo, teniendo en cuenta los presaberes y la 
consolidación de ellos para alcanzar los objetivos cognitivos. (Anexo B) 
 
Esta estrategia se configuró en cinco capítulos, realizando una adaptación del modelo 
de enseñanza de Van Hiele para lograr la conceptualización de Límite usando la 
geometría: 
 
Nivel 1 – reconocimiento: en este nivel, el estudiante reconoce y visualiza los elementos 
básicos de geometría como la base del aprendizaje del concepto de límite, en la estrategia 
diseñada, corresponde a los dos primeros capítulos. En el primer capítulo se realiza un 
repaso de geometría básica, en donde se abordan los temas de determinación de áreas 
de círculos y polígonos regulares; en el segundo capítulo se hace un repaso del teorema 
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de Pitágoras y la Ley de Cosenos, nociones teóricas necesarias para el desarrollo del 
concepto de límite usando la geometría. 
 
Nivel 2 – análisis: en este nivel, el estudiante realiza un reconocimiento y análisis del 
concepto de función, pero aún no crea relación con los conceptos geométricos. En el tercer 
capítulo se aborda el concepto de función, donde se estudian las características de las 
funciones lineales, cuadráticas, el domino y rango de funciones con restricciones. 
 
Nivel 3 – deducción informal: en este nivel, el estudiante crea una idea intuitiva del 
concepto de límite por medio del método exhaustivo aplicado en la cuadratura del círculo. 
En el cuarto capítulo se define el Límite de forma heurística y geométrica, respondiendo a 
la incógnita ¿Qué es \pi?, mediante el método exhaustivo desarrollado por Arquímedes de 
Siracusa aplicado a la cuadratura del círculo. 
 
Nivel 4 – deducción formal: en este momento, se formaliza el concepto de límite de una 
función. En el quinto capítulo, se aborda el concepto de límite de una función dando la 
definición formal. Además, se propone una sesión de ejercicios. 
 
Debido a lo anterior, se recolectó información para analizar y contrastar con los objetivos 
planteados en el proyecto a través de una prueba final que tiene relación a los estándares 
básicos de competencias consignados en la prueba diagnóstica. 
 
Se diseñó y aplicó una prueba final con la finalidad de analizar los resultados obtenidos 
en la comprensión del concepto de límite de los dos grupos y establecer la pertinencia de 
la estrategia aquí desarrollada. (Anexo C).  
Las actividades propuestas en la prueba final se relacionan con las competencias 
establecidas en los estándares básicos propuestos por el MEN (2006). Así: 
 
1. Generalizo procedimientos de cálculo válidos para encontrar el área de regiones 
planas y el volumen de sólidos. (Pensamiento métrico y sistema de medidas – 8° y 
9°). 
2. Analizo en representaciones gráficas cartesianas los comportamientos de cambio 
de funciones específicas pertenecientes a familias de funciones polinómicas, 
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racionales, exponenciales y logarítmicas. (Pensamiento variacional y sistemas 
algebraicos y analíticos – 8° y 9°). 
3. Analizo las relaciones y propiedades entre las expresiones algebraicas y las 
gráficas de funciones polinómicas y racionales y de sus derivadas. (Pensamiento 
variacional y sistemas algebraicos y analíticos – 10° y 11°). 
4. Identifico la relación entre los cambios en los parámetros de la representación 
algebraica de una familia de funciones y los cambios en las gráficas que las 
representan. (Pensamiento variacional y sistemas algebraicos y analíticos – 8° y 
9°). 
5. Justifico resultados obtenidos mediante procesos de aproximación sucesiva, 
rangos de variación y límites en situaciones de medición. (Pensamiento métrico y 
sistema de medidas – 10° y 11°).  
6. Utilizo las técnicas de aproximación en procesos infinitos numéricos. (Pensamiento 
variacional y sistemas algebraicos y analíticos – 10° y 11°). 
 
De esta forma el trabajo se consolida porque se estudian los avances que se evidencian 
durante el desarrollo de la práctica en el proceso de la enseñanza del concepto de límite 
mediado por el método exhaustivo aplicado a la cuadratura del círculo en los estudiantes 






6. Resultados y Análisis  
6.1 Análisis de datos 
A continuación, se presentan los datos recogidos en la implementación de la estrategia 
diseñada y desarrollada para la enseñanza del concepto de límites de funciones mediada 
por el método exhaustivo aplicado en la cuadratura del círculo. 
 
Inicialmente se diseñó y aplicó una prueba diagnóstica que fue determinante para la 
programación de la estrategia, de tal manera que, los aprendizajes fueran pertinentes y 
coherentes con los conocimientos previos de los estudiantes y respondieran a las 
necesidades académicas para abordar la conceptualización de límite de funciones, puesto 
que, permitió identificar los presaberes con respecto a los conceptos de polígonos y 
funciones, a continuación, se desarrolla una estrategia para la enseñanza del concepto de 
límite por medio del método exhaustivo aplicado en la cuadratura del círculo, finalmente, 
se aplicó una prueba final para comprobar la apropiación del concepto de límite y 
evidenciar el impacto de la estrategia. 
 
6.1.1 Análisis Prueba Diagnóstica 
Análisis matemático Prueba diagnóstica 
Ejercicio 1 
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Nota. Ejercicio propuesto para la determinación de área de figuras geométricas. 
 
El estudiante responde: 
Nota. Respuesta de un estudiante al ejercicio 1 de la prueba diagnóstica. 
Figura 5. Ejercicio 1 - Prueba diagnóstica 
Figura 6. Ejercicio 1 - Prueba diagnóstica. Respuesta estudiante 
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El estudiante reconoce y opera correctamente las fórmulas de geometría para 
determinar áreas de círculos y polígonos regulares, sin embargo, es necesario que se les 
proporcione dichas ecuaciones, siendo este el único método para dar respuesta al 
ejercicio. Esto nos informa que, el estudiante cuenta con algunas bases para relacionar y 
resolver operaciones algebraicas.  
Ejercicio 2. 
Nota. Ejercicio propuesto para la identificación gráfica de funciones.  
 
El estudiante responde: 
Nota. Respuesta de un estudiante al ejercicio 2 de la prueba diagnóstica. 
 
Figura 7. Ejercicio 2 - Prueba diagnóstica 
Figura 8. Ejercicio 2 - Prueba diagnóstica. Respuesta estudiante 
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El estudiante relaciona la recta como una función lineal, sin embargo, no precisa el 
propósito del plano cartesiano, ocasionando una construcción errónea del concepto de 
función. Este nos indica, que el estudiante no tiene presenta las propiedades que definen 
una función como la correspondencia que asigna a cada elemento de un conjunto no vacío 
A, uno y solo un elemento de un conjunto B.” 
Ejercicio 3. 
 
Figura 9. Ejercicio 3 - Prueba diagnóstica 
 
Nota. Ejercicio propuesto para la identificación de relaciones que corresponden a funciones.  
El estudiante responde: 
Nota. Respuesta de un estudiante al ejercicio 3 de la prueba diagnóstica. 
El estudiante no diferencia una correspondencia funcional o no, lo que nos permite 




Figura 10. Ejercicio 3 - Prueba diagnóstica. Respuesta estudiante 
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Nota. Ejercicio propuesto para la identificación de las propiedades de una función. 
El estudiante responde: 
Nota. Respuesta de un estudiante al ejercicio 4 de la prueba diagnóstica. 
 
Figura 11. Ejercicio 4 - Prueba diagnóstica 
Figura 12. Ejercicio 4 - Prueba diagnóstica. Respuesta estudiante 
34 Diseño y aplicación de una estrategia con elementos matemáticos para la enseñanza del 
concepto de límite usando el método exhaustivo en la cuadratura del círculo 
 
 El estudiante identifica en una gráfica de una función el domino y el rango, sin embargo, 
no hace uso de notaciones matemáticas correctas para dar respuesta al ejercicio.  
El estudiante no tiene claro la evaluación de la función en un punto dado, no identifica 
los intervalos de la función con una característica en particular. 
Ejercicio 5. 
Nota. Ejercicio propuesto para la identificación de las propiedades de una función. 
El estudiante responde: 
Nota. Respuesta de un estudiante al ejercicio 5 de la prueba diagnóstica. 
 
El estudiante no responde el ejercicio, evidenciando que no cuenta con los conceptos 




Figura 13. Ejercicio 5 - Prueba diagnóstica 
Figura 14. Ejercicio 5 - Prueba diagnóstica. Respuesta estudiante 
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Ejercicio 6: 
Nota. Ejercicio propuesto para la identificación de las propiedades de una función. 
El estudiante responde: 
Nota. Respuesta de un estudiante al ejercicio 6 de la prueba diagnóstica. 
Figura 15. Ejercicio 6- Prueba diagnóstica 
Figura 16. Ejercicio 6 - Prueba diagnóstica. Respuesta estudiante 
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Nota. Respuesta de un estudiante al ejercicio 6 de la prueba diagnóstica. 
El estudiante grafica correctamente las funciones lineales por medio de la tabulación de 
puntos correspondientes a los incisos a y b, sin embargo, pretende graficar la función del 
inciso c de la misma forma, evidenciando el no reconocimiento de las propiedades de las 
funciones cuadráticas y la falta de habilidades para resolver este tipo de ejercicios. 
6.1.2 Análisis de la estrategia 
La estrategia se aplicó en 8 jornadas académicas de 1 hora y 40 minutos, los encuentros 
académicos se programaron una vez por semana, con un tiempo total de 10 semanas 
empezando con la prueba diagnóstica y terminando con la prueba final. 
La estrategia está dividida en cinco capítulos (1. Repaso geometría, 2. Repaso Teorema 
de Pitágoras, 3. Funciones, 4. Límites, 5. Concepto de Límites), los cuales están 
estructurados secuencialmente de forma que el aprendizaje se desarrolle, partiendo desde 
un reconocimiento hasta la deducción formal del concepto, teniendo en cuenta las 
inquietudes, y dando espacios para la profundización de los contenidos trabajados en cada 
sesión. 
Figura 17. Ejercicio 6 - Prueba diagnóstica. Respuesta estudiante 
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Sesión 1: Área de círculos, rectángulos y triángulos. 
Se realizó un repaso muy puntual sobre la determinación de áreas de circunferencias, 
rectángulos y triángulos. Se recordó algunas definiciones y se designó algunos ejercicios 












Nota. Sesión 1 de la estrategia, determinación de áreas de figuras geométricas. 
Figura 18. Sesión 1. Área de círculos Figura 19. Sesión 1. Área de rectángulos 
Figura 20. Sesión 1. Área de triángulos 
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Sesión 2: Construcción de polígonos regulares con el transportador. 
Se socializó satisfactoriamente las orientaciones para construir un polígono regular por 
medio del transportador. Se evidencia una comprensión de parte de los estudiantes y una 














Nota. Sesión 2 de la estrategia, construcción de polígonos regulares. 
 
Sesión 3: Área de polígonos regulares 
En esta sesión, se retoma la construcción de los polígonos regulares visto en la sesión 
anterior y se determina una secuencia detallada para la determinación de las áreas 






Figura 21. Sesión 2. Construcción de 
octágono regular 
Figura 22. Sesión 2. Construcción de 
hexágono regular 
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Nota. Sesión 3 de la estrategia, determinación de áreas de polígonos regulares. 
 
En la actividad propuesta para los estudiantes se puede evidenciar una posible 












Nota. Sesión 3 de la estrategia, determinación de áreas de polígonos regulares. 
Figura 26. Sesión 3. Ejercicio propuesto, 
área de octágono regular 
Figura 24. Sesión 3. Área de pentágono 
regular 
Figura 23. Sesión 3. Área de pentágono 
regular 
Figura 25. Sesión 3. Ejercicio propuesto, 
área de octágono regular 
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Sesión 4: Teorema de Pitágoras y Ley de Cosenos 
Teniendo en cuenta que estos conceptos han sido enseñados en el grado décimo en 
semanas anteriores, se realizó un repaso muy puntual del Teorema de Pitágoras y la Ley 
de Cosenos, con el objetivo de garantizar las competencias necesarias para abordar la 
estrategia de enseñanza del concepto de límite. 
Sesión 5: Función lineal y cuadrática. 
En esta sesión, se realizó un repaso de las definiciones y propiedades de las funciones 
lineales y cuadráticas, incluyendo un análisis para determinar los dominios, rangos y 
realizar una gráfica. 
Para el análisis y su gráfica de las funciones cuadrática, se decide denotar la función 
en su forma canónica a partir de la forma polinómica, así: 
𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 𝑎(𝑥 − ℎ)2 + 𝑘 
 
Figura 27. Sesión 5. Análisis función 
cuadrática 
Figura 28. Sesión 5. Rango de función 
cuadrática 
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Nota. Sesión 5 de la estrategia, determinación de propiedades de las funciones cuadráticas. 
 
En la actividad asignada para desarrollar en casa, se propusieron tres funciones 
cuadráticas donde debian determinar el dominio y el rango, el estudiante realiza los análisis 
correspondientes para determinar el punto vértice de cada parábola y a partir del vértice, 
establece el rango de la función. 
 
Sesión 6: ¿Qué es 𝝅?  
Para iniciar esta sesión y acercarnos al concepto de límite, se planteó el interrogante 
“¿Qué es 𝜋? 
 
En primera instancia, se dertemina el área de un círculo de radio 1. 
 
De esta manera, a partir de los conceptos estudiados y repasados en las sesiones 
anteriores, como la construcción y área de polígonos regulares, teorema de Pitágoras, ley 
de cosenos con las orientaciones del docente se realiza la deducción de la forma para 
determinar áreas de polígonos regulares inscritos en una circunferencia unitaria. 
Figura 30. Sesión 5. Ejercicios 
propuestos, función cuadrática 
Figura 29. Sesión 5. Ejercicios 
propuestos, función cuadrática 
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Figura 31. Sesión 6. Área de polígono regular 
dado su ángulo central 
Figura 32. Sesión 6. Área de polígono 
regular dado su ángulo central 















Nota. Sesión 6 de la estrategia, determinación de áreas de polígonos regulares dado su ángulo 
central. 
 
Sesión 7: Área de polígonos regulares a partir de su ángulo centra 
Teniendo la forma algebraica de determinar áreas de polígonos regulares inscritos en 
circunferencias unitarias, en esta sesión se graficó y determinó el área de algunos 




Figura 34. Sesión 6. Área de polígono 
regular dado su ángulo central 
 
Figura 33. Sesión 6. Área de polígono 
regular dado su ángulo central 
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Nota. Sesión 7 de la estrategia, con la ecuación determinada en la sesión anterior, se establece el 




Figura 37. Sesión 7. Representación 
gráfica de área de polígono regular de 
6 y 8 lados 
Figura 36. Sesión 7. Representación gráfica 
de área de polígono regular de 4 y 5 lados 
Figura 35. Sesión 7. Representación 
gráfica de área de polígono regular de 
12 lados 
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Polígono regular de 100 lados inscrito en una circunferencia unitaria 
 




∗ sin(360° 100⁄ ) 




Se concluyó que entre mas lados tiene el 
polígono, más se acerca al valor del área del círculo, pero no existe un número de lados 
exacto que ocupe el mismo espacio de la circunferencia.  
 
 




∗ sin(360° 5𝑥105⁄ ) 
𝑨𝒑 ≈ 𝟑, 𝟏𝟒𝟏𝟓𝟗𝟐𝟔𝟓𝟒 
 
Note que si 𝑛 =  5 𝑥 105  =  500.000 las aproximaciones de nuestro método dan 
exactamente la aproximación que dá una calculadora científica convencional al número 𝜋. 
 
Para nuestro caso, 𝐴𝑝(𝒏) =  
𝒏
𝟐
∗ 𝐬𝐢𝐧(𝟑𝟔𝟎° 𝒏)⁄  con la cual hemos notado que a medida 
que se aumenta los lados del polígono regular, el área del mismo se aproxima al área del 
círculo que los inscribe, es decir que el valor de las áreas cada vez se acerca más al valor 
de 𝜋, entonces matemáticamente estamos haciendo el límite: 







∗ 𝐬𝐢𝐧(𝟑𝟔𝟎° 𝒏) =⁄ 𝜋 
 
 
Figura 38. Polígono regular de 100 lados 
inscritos en una circunferencia unitaria 
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Sesión 8: Concepto de Límite 
Después del acercamiento y de generar una idea intuitiva del concepto de límite por 
medio de la geometría, en esta sesión se formaliza el concepto de límite de funciones en 
un punto, se proponen ejercicios para resolver de forma analítica. Se socializó algunos 
ejemplos (Anexo B, inciso 5) donde se aprecia comprensión en los estudiantes. 
 
Los estudiantes resolvieron satisfactoriamente los ejercicios propuestos, evidenciando 







Figura 39. Sesión 8. Ejercicios 
propuestos, límite de funciones 
Figura 40. Sesión 8. Ejercicios 
propuestos, límite de funciones 













Nota. Sesión 8 de la estrategia, determinación de límites en funciones. 
 
6.1.3 Análisis de la prueba final 
Ejercicio 1 
Nota. Ejercicio propuesto para la determinación de área de polígonos regulares. 
Figura 41. Sesión 8. Ejercicios 
propuestos, límite de funciones 
Figura 42. Ejercicio 1 - Prueba final 
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El estudiante responde: 
Nota. Respuesta de un estudiante al ejercicio 1 de la prueba final. 
El estudiante determina satisfactoriamente el área de un polígono regular conociendo 
la medida del lado del polígono y su apotema. Esto nos informa, que el estudiante no 




Nota. Ejercicio propuesto para la identificación de las propiedades de una función. 
Figura 43. Ejercicio 1 - Prueba final. Respuesta estudiante 
Figura 44. Ejercicio 2 - Prueba final 
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El estudiante responde 
Figura 45. Ejercicio 2 - Prueba final. Respuesta estudiante 
 
Nota. Respuesta de un estudiante al ejercicio 2 de la prueba final. 
 
El estudiante hace una correcta interpretación de la función dada en la gráfica, 
determina el domino, rango, los intervalos crecientes, decreciente y constantes. El 
estudiante responde acertadamente las proposiciones dadas usando una notación 
matemática adecuada. 
Ejercicio 3: 
Nota. Ejercicio propuesto para la identificación de las propiedades de una función. 
 
Figura 46. Ejercicio 3 - Prueba final 
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El estudiante responde: 
Nota. Respuesta de un estudiante al ejercicio 3 de la prueba final. 
 
El estudiante responde correctamente a los ejercicios planteados, establece las 
relaciones pertinentes (desigualdades) en cada caso para determinar las restricciones de 
las funciones. Aunque los incisos a y c están correctos, el estudiante no realizó ninguna 
justificación imposibilitando un análisis de ellos, sin embargo, los incisos b y d nos permite 







Figura 47. Ejercicio 3 - Prueba final. Respuesta estudiante 




Figura 48. Ejercicio 4 - Prueba final 
Nota. Ejercicio propuesto para la graficación y análisis de funciones constantes, lineales y 
cuadráticas. 
El estudiante responde: 
 
Figura 49. Ejercicio 4 - Prueba final. Respuesta estudiante 
 
Nota. Respuesta de un estudiante al ejercicio 4, inciso a de la prueba final. 
El estudiante grafica una función constante correctamente, no se evidencia 
operaciones ni tabulaciones para su gráfica, esto nos da a entender, que el educando 
comprende a cabalidad la definición de una función constante. 
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Figura 50. Ejercicio 4 - Prueba final. Respuesta estudiante 
 
Nota. Respuesta de un estudiante al ejercicio 4, inciso b de la prueba final. 
El estudiante hace uso de la tabulación de puntos para graficar una función lineal, 
Figura 51. Ejercicio 4 - Prueba final. Respuesta estudiante 
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Nota. Respuesta de un estudiante al ejercicio 4, inciso c de la prueba final. 
El estudiante realiza un bosquejo muy acertado de una función cuadrática, hace uso de 
los recursos cognitivos brindados en la estrategia didáctica para establecer el vértice de la 
parábola y una aproximación de la curva de la misma, de igual forma, determina los 
intercepto con el eje horizontal acudiendo a la discriminante de la función. 
 
Figura 52. Ejercicio 4 - Prueba final. Respuesta estudiante 
 
Nota. Respuesta de un estudiante al ejercicio 4, inciso c de la prueba final. 
El estudiante grafica un bosquejo con una proximidad bastante acertada de la función 
cuadrática, establece el punto vértice de la parábola y los intercepto con el eje horizontal 
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Figura 53. Ejercicio 5 - Prueba final 
 
Nota. Ejercicio propuesto para la determinación gráfica de límites 
El estudiante responde: 
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Figura 54. Ejercicio 5 - Prueba final. Respuesta estudiante 
 
Nota. Respuesta de un estudiante al ejercicio 5 de la prueba final. 
El estudiante responde correctamente las proposiciones del ejercicio, demuestra 
comprensión sobre los límites laterales y sobra la existencia o no del límite en un punto a 
partir de una gráfica de función a trozos. 
Ejercicio 6 
Figura 55. Ejercicio 6 - Prueba final 
 
Nota. Ejercicio propuesto para la determinación gráfica de límites 
El estudiante responde 
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Figura 56. Ejercicio 6 - Prueba final. Respuesta estudiante 
 
Nota. Respuesta de un estudiante al ejercicio 6 de la prueba final. 
El estudiante responde correctamente las proposiciones del ejercicio, demuestra 
comprensión sobre los límites laterales y sobra la existencia o no del límite en un punto a 
partir de una función a trozos expresada algebraicamente. 
6.1.4 Análisis final 
En la Tabla 1 se agrupan los estudiantes del Grupo experimental según el rendimiento 
en las pruebas diagnóstica y final, de la siguiente forma: 
Tabla 1. Comparación grupo experimental 
 GRUPO EXPERIMENTAL 
Calificación   P. Diagnóstica P. Final 
[0, 1) 7 0 
[1, 2) 9 2 
[2, 3) 8 10 
[3, 4) 6 15 
[4, 5] 0 3 
Perdieron 24 12 
Ganaron 6 18 
Total 30 30 
Nota. Elaboración propia. 
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Se puede concluir que 24 estudiantes en la prueba diagnóstica reprobaron, tan solo 6 
de ellos alcanzó una calificación satisfactoria. En la prueba final, el número de estudiantes 
con calificaciones de aprobación aumentó significativamente, 18 estudiantes obtuvieron 
una calificación por encima de 3.0, frente a 12 estudiantes reprobados. Se puede 
evidenciar que, en las agrupaciones de calificaciones negativas, el número de estudiantes 
disminuyó y en las calificaciones satisfactorias aumento. 
  
En la Figura 57 se puede apreciar que el 50% de los estudiantes en la prueba final 
obtuvieron calificaciones por encima de 3.6, con una nota máxima de 4.8 y un coeficiente 
de variación de 24.1%, lo que indica poca variación entre las calificaciones de los 
estudiantes; comparada con la prueba diagnóstica que la nota máxima fue de 3.9 y que el 
50% de los estudiantes están por debajo de 1.8, efectuando un coeficiente de variación de 
50.7%, demostrando una heterogeneidad entre las notas obtenidas por los estudiantes. 
 
Figura 57. Comparativo prueba diagnóstica y final 
 
Nota. Elaboración propia. 
 
La implementación de la estrategia permite evidenciar la apropiación de los conceptos 
trabajados en ella, puesto que las calificaciones mejoraron notablemente en la prueba 





7. Conclusiones  
Es pertinente determinar los conocimientos previos de los estudiantes como punto de 
partida para el diseño de las estrategias metodológicas y didácticas para la enseñanza 
dentro y fuera del aula, esto permite identificar las necesidades y dificultades en los 
educandos y así pretender lograr que alcancen un aprendizaje significativo. En el 
diagnóstico realizado, se evidencia que el grupo presenta algunas debilidades en los ejes 
conceptuales requeridos para abordar la estrategia, tales como, la determinación de áreas 
de polígonos regulares, la definición y características de funciones de primer y segundo 
grado, por este motivo, se decide programar las verificaciones conceptuales pertinentes 
como inicio de la estrategia, con la finalidad de garantizar el dominio conceptual requerido. 
 
Para el diseño de la estrategia, se realizó bajo una adaptación de los niveles de 
enseñanza de Van Hiele, nivel 1 – se hizo un reconocimiento y visualización de los 
elementos básicos de geometría como la base del aprendizaje del concepto de límite, en 
este momento, los estudiantes obtuvieron elementos para la determinación de áreas de 
polígonos regulares de 𝑛 lados; nivel 2 – el estudiante logra analizar satisfactoriamente 
una función de primer o segundo grado, determinando sus características, tales como, 
dominio, rango, si es creciente, decreciente o constante y dibuja un bosquejo de la misma; 
nivel 3 – después de deducir geométricamente las áreas de polígonos regulares inscritos 
en una circunferencia unitaria, el estudiante concluye que no existe un polígono con 
suficientes lados que ocupe el mismo espacio de la circunferencia, generando una 
deducción informal del concepto de límite; nivel 4 – se aplica el concepto de límite en 
funciones, los estudiantes realizan análisis de límites laterales y formalizan el concepto 
estudiado. 
 
Después del análisis matemático de la estrategia, se puede inferir que, el diseño como 
agente mediador probó su eficacia, los estudiantes lograron conceptualizar el límite de una 
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función en un punto usando el método exhaustivo como herramienta geométrica, además 
que, lograron una apropiación de otros conceptos tratados como el de función y sus 
propiedades en diferentes representaciones, la determinación de áreas de polígonos, 
teorema de Pitágoras y ley de cosenos. 
 
Diseñar una estrategia de enseñanza partiendo del recorrido histórico del concepto, 
permite reunir y fortalecer pensamientos críticos a través de actividades para que el 
estudiante adquiera conocimientos matemáticos y se apropie de ellos. Para este caso, los 
estudiantes pueden tener un mejor entendimiento del concepto del límite, el problema de 
la cuadratura del círculo y de todo el desarrollo histórico alrededor de estos. 
 
El concepto de límite es considerado entre las nociones de mayor dificultad para la 
comprensión de los estudiantes, de manera que es trascendental en los estudios del 
cálculo, puesto que es un concepto requisito para abordar otros temas avanzados como la 
continuidad, derivadas, integrales, entre otros. Por ello, este trabajo pretende aportar una 
estrategia innovadora que facilite el aprendizaje del concepto de límite. 
 
Al finalizar la implementación de la estrategia, se puede evidenciar que el uso del 
método exhaustivo aplicado en la cuadratura del círculo como alternativa metodológica 
para la enseñanza del concepto de límite, logra favorecer el proceso de aprendizaje en los 
estudiantes de educación media, debido a que, permite al estudiante visualizar y manipular 
por medio de la geometría conceptos teóricos abstractos como el de Límites. 
 
El presente informe reseña una posible herramienta de uso estratégico y metodológico 
y algunos elementos matemáticos para la enseñanza del concepto de límite, sin embargo, 








A. Anexo: Prueba diagnóstica 
 
 























a.  b.  c.  
d.  
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2. Determine si cada una de las siguientes graficas representan una función. 





3. Considere las siguientes correspondencias definidas mediante diagramas 
sagitales.  A continuación, indique si cada una de ellas es una función, en 



































a.  b.  c.  






4.  A continuación, se muestra la gráfica de una función y =f(x) 






e) Interceptos con el eje 𝑥 
f) Interceptos con el eje 𝑦 




h) Intervalos donde: 
I) 𝑓(𝑥)  =  2 
II) 𝑓(𝑥)  <  0 
III) 𝑓(𝑥)  >  0 
 
5. Indique el dominio de las siguientes funciones. 
 
a) 𝑓(𝑥) = 2𝑥2 − 9𝑥 + 7 
b) 𝑓(𝑥) = √𝑥 − 16 
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6. Grafica las siguientes funciones. Luego, indica cuales son crecientes, 
decrecientes o constantes. 
 
a) 𝑦 = 8 
b) 𝑦 = 22𝑥 − 19 













1. Repaso geometría. 
 
Círculo y circunferencia 
Perímetro de circunferencia → 𝑃 = 2𝜋𝑟 
Área del círculo → 𝐴𝑐 = 𝜋𝑟
2 
Circunferencia unitaria: Es aquella que la medida de 
su radio es la unidad (1) y su centro es el origen en un sistema de coordenadas. 
 
Triángulo 







Construcción de polígonos regulares con transportador. 
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2. Repaso Teorema de Pitágoras. 
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“Una función es una relación o correspondencia que asigna a cada elemento de un 
conjunto no vacío 𝐴, uno y solo un elemento de un conjunto 𝐵.” 
𝑓: 𝐴 → 𝐵 
Se lee “la función 𝑓 del conjunto 𝐴 en el conjunto 𝐵“ y su ecuación es 𝑦 =  𝑓(𝑥) 
 
Dominio y rango de funciones con restricciones 
El dominio de una función es el conjunto de elementos para los cuales la función 
está definida. 
Sea 𝑓: 𝐴 → 𝐵, se tiene que A (conjunto de partida) es el dominio y se simboliza:  
𝐷𝑜𝑚 𝑓 = 𝐴 
 
El rango de una función 𝑓: 𝐴 → 𝐵 es el conjunto formado por todos los elementos 
del conjunto de llegada que son la imagen de al menos un elemento del dominio, 
es decir, 𝑅𝑎𝑛 𝑓 = {𝑦𝜖 𝐵: 𝑦 = 𝑓(𝑥) 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑎𝑙𝑔𝑢𝑛 𝑥 𝜖𝐴} 
Ejemplo 1: 
Calcular el dominio de la función 𝑓(𝑥) = √𝑥 − 1 
• Domino: la función se indetermina cuando la cantidad subradical toma 
valores negativos, ya que la raíz cuadrada no está definida para valores 
negativos, entonces, se debe cumplir que: 
𝑥 − 1 ≥ 0 
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Luego, los valores que puede tomar x deben ser mayores o iguales a 1, entonces, 
el dominio es: 
𝐷𝑜𝑚 𝑓(𝑥) = [1, ∞) 
En la gráfica se observa que la función está definida para valores mayores o igual 
a 1 en las abscisas. 
 
Ejemplo 2: 




• Domino: la función se indetermina cuando el denominador es igual a cero, 
puesto que la división entre cero no está, entonces se debe cumplir que: 
 
𝑥 − 2 ≠ 0 
Por lo tanto, se tiene que 𝑥 ≠ 2. 
Luego, los valores que puede tomar 𝑥 deben ser diferente de 2, entonces el dominio 
es:  
𝐷𝑜𝑚 𝑓 = ℝ − {2} 
 
• Rango: el rango se determina expresando a 𝑥 como función de 𝑦. Esta 
función que determina a 𝑥 como función de 𝑦 se denomina función inversa 
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+ 2 → 𝑓−1(𝑥) =
2
𝑥





Esta función satisface 𝑓 ∘ 𝑓−1(𝑥) = 𝑥   ∀𝑥 ∈ 𝑅𝑓 ∧ 𝑓
−1 ∘ 𝑓(𝑥) = 𝑥   ∀𝑥 ∈ 𝐷𝑓 




Como 𝑦 es el denominador de la fracción, este no puede ser cero, porque la división 
entre cero no está definida para el conjunto de números reales, entonces, el rango 
de la función es: 
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Repaso de funciones lineales y cuadráticas → Análisis y graficación. 
Una función lineal es una función de variable real de la forma 𝑦 = 𝑓(𝑥) = 𝑚𝑥 +
 𝑏, donde 𝑚 ≠ 0 y 𝑏 son la pendiente de la recta y el punto donde se corta la función 
con el eje vertical respectivamente.  
Las principales características de una función lineal son: 
• El dominio y el rango es el conjunto de los números reales. 
• La gráfica de una función lineal es una recta en el plano cartesiano. 
• Es una función biyectiva. 
• La inversa de una función lineal también es una función lineal. 








Una función cuadrática es una función de variable real cuya expresión algebraica 
es 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐, donde 𝑎, 𝑏 y 𝑐 son números reales y 𝑎 ≠ 0. 
Las principales características de una función cuadrática son: 
• El dominio son todos los números reales. 
• El rango dependerá del signo de 𝑎, donde 
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𝑓(𝑥) = (𝑥 − ℎ)2 + 𝑘 
 










Si 𝑎 > 0 → Rango = [
4𝑎𝑐−𝑏2
4𝑎
, +∞)  
 
 






• La ecuación canónica es 𝑦 = (𝑥 − ℎ)2 + 𝑘. 
• La grafica es simétrica respecto a la recta vertical 𝑥 = ℎ. 
• La función cuadrática no es inyectiva. 
• Los cortes con el eje ?⃗?, dependen de la ecuación 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0, ecuación 
que puede no tener solución, tener una única solución o tener dos soluciones 
distintas en el conjunto de números Reales, dependen del valor del 
discriminante. 
 
Discriminante ∆= 𝒃𝟐 − 𝟒𝒂𝒄 
• Si ∆< 0 No hay solución, luego no ha cortado con ?⃗?. 
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La representación gráfica de una función cuadrática es una parábola, la cual abre 
hacia arriba si 𝑎 > 0 y abre hacia abajo si 𝑎 < 0, o más formalmente es convexa si 












Eje de simetría 
𝑥 = ℎ 
𝑉 = (ℎ, 𝑘) 
𝑐 
𝑎 > 0 𝑎 < 0 
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4. Límites  
 
Comenzaremos por un entendimiento geométrico sobre el concepto de límite.  
 





𝑨𝒄 = 𝝅 
¿Qué es 𝝅? 
En virtud del sencillo cálculo anterior podemos afirmar que Geométricamente 𝜋 es 
el área de una circunferencia unidad o equivalentemente, es el cociente entre la 
longitud de cualquier circunferencia y su diámetro. Para responder a esta pregunta 
de manera analítica haremos uso del método exhaustivo el cual se usará para 
entender geométricamente el concepto de límite y dar una aproximación tan cerca 
como se desee del número 𝜋. 
Área de polígonos regulares dado su ángulo central. 






Si en un triángulo arbitrario, conocemos dos lados de un triángulo y el ángulo 
formado por ellos, usamos la ley de cosenos para obtener el lado restante. 














En un polígono regular se forman triángulos isósceles, como 𝑟 = 1 entonces, b = c 
= 1 y escribimos 𝜃 = 𝜃𝑛  es el ángulo central de un polígono de 𝑛 lados, entonces, 
por deducción de la ley de cosenos: 
𝑙2 = 12 + 12 − 2(1)(1) ∙ cos 𝜃𝑛 
𝑙2 = 2 − 2 ∙ cos 𝜃𝑛 
𝑙2 = 2(1 − cos 𝜃𝑛) 
𝒍 =  √𝟐(𝟏 − 𝒄𝒐𝒔𝜽𝒏) 
Más aún, en este mismo caso podemos determinar la altura 𝑎 por medio del 
teorema de Pitágoras como:  










𝑎 = √1 −
2(1 − cos 𝜃𝑛)
4
 
𝑎 =  √1 −
1
2
(1 − cos 𝜃𝑛) 
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Luego, si tenemos un polígono regular de 𝑛 lados inscrito en una 






√2(1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑛) ∗ √
1
2 (1 + 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑛)
2
∗ 𝑛 
𝐴𝑝 =  
√2 ∗ √1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑛 ∗ √
1
2














∗ 𝐬𝐢𝐧(𝟑𝟔𝟎° 𝒏)⁄  
 
En la siguiente secuencia de polígonos regulares inscritos en una 
circunferencia, el área de los polígonos regulares de 𝑛 lados se acerca tanto 
como se desee al área de la circunferencia a la cual están inscritos, esto es, 
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del círculo. De esta forma, estaremos encontrando una aproximación del 









∗ sin (360° 3⁄ ) 








∗ sin (360° 4⁄ ) 




𝐴3 𝐴5 𝐴6 𝐴12 𝐴4 
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∗ sin(360° 5⁄ ) 
𝐴𝑝 ≈ 2,37764 
 
 




∗ sin(360° 6⁄ ) 








∗ sin(360° 8⁄ ) 
𝐴𝑝 ≈ 2,828427125 
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∗ sin(360° 12⁄ ) 









∗ sin(360° 30⁄ ) 
𝐴𝑝 ≈ 3,118675362 
 




∗ sin(360° 100⁄ ) 








∗ sin(360° 5𝑥105⁄ ) 
𝑨𝒑 ≈ 𝟑, 𝟏𝟒𝟏𝟓𝟗𝟐𝟔𝟓𝟒 
80 Diseño y aplicación de una estrategia con elementos matemáticos para la enseñanza 
del concepto de límite usando el método exhaustivo en la cuadratura del círculo 
 
Note que si 𝑛 =  5 𝑥 105  =  500.000 las aproximaciones de nuestro método dan 
exactamente la aproximación que dá una calculadora científica convencional al 
número 𝜋. 
 
Encontrar el límite de una función 𝐴𝑝 significa hallar el valor al cual se aproxima 
𝐴𝑝(𝑥) cuando 𝑥 tiende a tomar un valor determinado. 
Para nuestro caso, 𝐴𝑝(𝒏) =  
𝒏
𝟐
∗ 𝐬𝐢𝐧(𝟑𝟔𝟎° 𝒏)⁄  con la cual hemos notado que a 
medida que se aumenta los lados del polígono regular, el área del mismo se 
aproxima al área del círculo que los inscribe, es decir que el valor de las áreas cada 
vez se acerca más al valor de 𝜋, entonces matemáticamente estamos haciendo el 







∗ 𝐬𝐢𝐧(𝟑𝟔𝟎° 𝒏) =⁄ 𝜋 
 
5. Concepto de Límite. 
La función 𝑓(𝑥) tiende hacia el límite 𝐿 cuando 𝑥 tiende hacia 𝑎, si es posible hacer 
que 𝑓(𝑥) se aproxime tanto a 𝐿 como se quiera, siempre y cuando 𝑥 este lo 
suficientemente cerca de 𝑎, sin tomar el valor de 𝑎, esto se expresa como: 
lim
𝑥→𝑎
𝑓(𝑥) = 𝐿 
Y se lee: límite cuando 𝑥 tiende hacia 𝑎 de 𝑓(𝑥) es igual a 𝐿. Formalmente en 
matemáticas lo anterior se escribe como: lim
𝑥→𝑎
𝑓(𝑥) = 𝐿, significa que para todo >
0, existe 𝛿 > 0, tal que,   𝑠𝑖 0 < |𝑥 − 𝑎| < 𝛿, entonces, |𝑓(𝑥) − 𝐿| < . 
 
Ejemplo 1:  
Sea  𝑓(𝑥) =
𝑥2−1
𝑥−1
. Note que 𝐷𝑜𝑚𝑓 = 𝑅 − {1}. ¿Qué pasa cuando 𝑥 toma valores 
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Para determinar el límite de esta función, analizaremos gráficamente las 
imágenes de 𝑥 bajo la función 𝑓 cercanas 
mayores y menores que el número 𝑎 = 1. Note 





(𝑥 − 1)(𝑥 + 1)
𝑥 − 1
= 𝑥 + 1     
 
Es decir, la gráfica de 𝑓 es básicamente la 
gráfica de la función lineal 𝑥 + 1, solamente que 
𝑓 no está definida en 𝑥 = 1. 
 
 
En la gráfica se puede observar que, aunque 𝑓(𝑥) no está definida para 𝑥 =  1, su 
límite existe y es igual a 2. 
 
 
Entonces, gráficamente podemos concluir que  
lim
𝑥→1
𝑓(𝑥) = 2. 
 
 
Si tomamos valores particulares cercanos a 1, menores y mayores, podemos notar 
lo anterior.  
𝑥 0,8 0,9 0,99 0,999 
𝑓(𝑥) 1,8 1,9 1,99 1,999 
 
𝑥 1,2 1,1 1,01 1,001 
𝑓(𝑥) 2,2 2,1 2,01 2,001 
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Por lo cual, concluimos que numéricamente, a medida que 𝑥 se acerca más a 1 el 
valor de 𝑓 también se acerca más a 2. 
Límites laterales  
Para hallar el límite de una función 𝑓(𝑥), se realizan aproximaciones con valores 
cercanos a 𝑥 tales que 𝑥 > 𝑎, y con valores cercanos a 𝑥 tales que 𝑥 < 𝑎. Por tanto, 
los límites laterales se definen según como se realicen las aproximaciones, que 







𝑓(𝑥) = 𝐿, es decir, el límite de 𝑓 cuando 𝑥 se acerca por la 






𝑓(𝑥) = 𝐿, es decir, el límite de 𝑓 cuando 𝑥 se acerca por la 
izquierda significa que 𝑥 < 𝑎 y es igual a 𝐿 
La existencia o no del límite de una función depende de los límites laterales. Es 
decir, si los limites laterales existen y son iguales, el límite de la función existe y es 
igual a los límites laterales. 
lim
𝑥→𝑎
𝑓(𝑥) = 𝐿 ↔ lim
𝑥→𝑎+
𝑓(𝑥) = 𝐿 𝑦 lim
𝑥→𝑎−
𝑓(𝑥) = 𝐿  
 
Ejemplo 2: 
En la gráfica se puede observar que: 
lim
𝑥→𝑎+
𝑓(𝑥) = 𝐿, en cambio, lim
𝑥→𝑎−
𝑓(𝑥) = 𝑀. 
El límite de la función no existe porque los 
límites laterales no son iguales. 
Entonces, lim
𝑥→𝑎
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Sea 𝑓(𝑥) = {
𝑥 − 2                     𝑠𝑖 𝑥 ≤ 1
2 − 𝑥                    𝑠𝑖 𝑥 > 1



























2 − 𝑥 = 1 
Luego el límite no existe en 𝑎 = 1, esto es lim
𝑥→1
𝑓(𝑥) no existe. 
Note que 𝑓 está definida en 𝑎 = 1, 𝑓(1) = −1, pero esto no interviene en la 
existencia del límite. 
 
Note que los ejemplos 1 y 3, la función no tiene por qué estar definida para que el 
límite exista en el punto. En el caso del ejemplo 1 𝑓 no está definida en 𝑎 = 1, pero 
𝑙𝑖𝑚
𝑥→1
𝑓(𝑥) = 2, mientras que con la función del ejemplo 3, 𝑓 estaba definida en 𝑎 =
1, pero 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1






C. Anexo: Prueba Final 










2. A continuación, se muestra la gráfica de una función 𝑦 = 𝑓(𝑥) 
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e) Interceptos con el eje 𝑥 
f) Interceptos con el eje 𝑦 




h) Intervalos donde: 
IV) 𝑓(𝑥)  =  2 
V) 𝑓(𝑥)  <  0 
VI) 𝑓(𝑥)  >  0 
 
1. Indique el dominio de las siguientes funciones. 
 
a) 𝑓(𝑥) = 3𝑥3 − 2𝑥 + 8 
b) 𝑓(𝑥) = √𝑥 − 25 








2. Grafica las siguientes funciones. Luego, indica cuáles son crecientes, 
decrecientes o constantes. 
 
a) 𝑦 = 5 
b) 𝑦 = 15𝑥 − 4 
c) 𝑦 = 2𝑥2 − 8𝑥 + 9 
d) 𝑦 = −𝑥2 + 8𝑥 − 15  
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4. De acuerdo con la siguiente función analiza los límites laterales 
que se indican: 
 
𝑓(𝑥) = {
2𝑥 + 1                                  𝑠𝑖 𝑥 < −2
     
9
𝑥 − 1
                                𝑠𝑖 − 2 ≤ 𝑥 < 3
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